
Ìàòåìàòèêà 10 êëàññ

Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ: 240 ìèíóò.

Èíôîðìàöèÿ äëÿ ó÷àñòíèêîâ: ìàêñèìàëüíàÿ îöåíêà çà êàæäóþ çàäà÷ó � 20

áàëëîâ. Ìàêñèìàëüíàÿ îöåíêà çà âñþ ðàáîòó � 100 áàëëîâ. Åñëè ñóììà áàëëîâ,

íàáðàííûõ ó÷àñòíèêîì ïî âñåì çàäà÷àì, ïðåâîñõîäèò 100, åãî èòîãîâàÿ îöåíêà

ðàâíà 100.

1. Ïðî âåùåñòâåííûå ÷èñëà a, b è c èçâåñòíî, ÷òî abc+ a+ b+ c = 10 è ab+ bc+ ac = 9.
Äëÿ êàêèõ ÷èñåë x ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë a, b, c ðàâíî x? (Íàéäèòå
âñå òàêèå ÷èñëà x è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.)

2. Âîâî÷êà õî÷åò ïåðåäàòü Íàòàøå íà óðîêå çàïèñêó â ïîäïèñàííîì êîíâåðòå, ïðè ýòîì
êîíâåðò â èçâåñòíîì ïîðÿäêå ñíà÷àëà ïðîõîäèò ÷åðåç âåñü îñòàëüíîé êëàññ. Êàæäûé ó÷å-
íèê, êðîìå Íàòàøè, ìîæåò íåäîëþáëèâàòü îäíîãî îäíîêëàññíèêà, è, åñëè ïåðåäàåò êîí-
âåðò, ïîäïèñàííûé ñîáîé, ìåíÿåò íà ýòîãî êîãî-òî, åñëè ïîäïèñàííûé ýòèì êåì-òî � íà
ñåáÿ, èíà÷å ïðîñòî ïåðåäà¼ò äàëüøå ïî öåïî÷êå. Ñêîëüêî ó÷åíèêîâ â êëàññå ìîãóò êîãî-
òî íåäîëþáëèâàòü, åñëè Âîâî÷êà ìîæåò òàê çàðàíåå ïîäïèñàòü çàïèñêó, ÷òîáû Íàòàøå
êîíâåðò äîøåë ñ ëþáûì èìåíåì, ñ êàêèì îí õî÷åò? (Âñå èìåíà â êëàññå ðàçëè÷íû.)

3. Ãðèøà íàðèñîâàë íà ïëîñêîñòè âûïóêëûé n-óãîëüíèê è ïðîâåë âñå åãî äèàãîíàëè, è
î ÷óäî, íè â êàêîé òî÷êå, êðîìå âåðøèí n-óãîëüíèêà, íå ïåðåñåêëîñü áîëüøå äâóõ îòðåç-
êîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè Ãðèøà ìîæåò îáâåñòè ìàðêåðîì ÷àñòü èìåþùèõñÿ íà ðèñóíêå
ëèíèé, ÷òîáû ïîëó÷èòü òðåóãîëüíèê (íå îáÿçàòåëüíî ñîñòîÿùèé èç öåëûõ äèàãîíàëåé è,
áûòü ìîæåò, ñîäåðæàùèé âíóòðè ñåáÿ íå îáâåäåííûå ëèíèè)?

4. Â êóáè÷åñêîì ñóíäóêå ñî ñòîðîíîé 2n äì õðàíèòñÿ 8n ðàçëè÷íûõ ïðÿíîñòåé: â íåãî
óïàêîâàíû âîñåìü çàêðûòûõ êóáè÷åñêèõ êîðîáîê ñî ñòîðîíîé 2n−1 äì, â êàæäóþ èç íèõ �
âîñåìü çàêðûòûõ êóáè÷åñêèõ êîðîáîê ñî ñòîðîíîé 2n−2 äì, è òàê äàëåå âïëîòü äî êîðîáîê
ñî ñòîðîíîé 1 äì, â êàæäîé èç êîòîðûõ ëåæèò ñâîÿ ïðÿíîñòü.
Â îäíîé èç ìàëåíüêèõ êîðîáîê îêàçàëàñü ìûøü, êîòîðàÿ õî÷åò îòâåäàòü âñåõ ïðÿíîñòåé,

ïîñåòèâ êàæäóþ êîðîáêó ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó è âåðíóâøèñü â êîíöå ïóòè â ðîäíóþ
êîðîáêó. Ïðîãðûçàÿ ñòåíêè, ìûøü ìîæåò ïîïàäàòü èç äàííîé ìàëåíüêîé êîðîáêè â ëþáóþ
ãðàíè÷àùóþ ñ íåé ïî ãðàíè (íî íå ìîæåò â ãðàíè÷àùèå ëèøü ïî ðåáðó èëè âåðøèíå). Êàêîå
ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îòâåðñòèé â ñòåíêàõ êîðîáîê (âñåõ ðàçìåðîâ) åé ïðåäñòîèò ïðîãðûçòü
äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ñâîåé ìå÷òû?
Îïèøèòå êàêîé-íèáóäü ïóòü ìûøè ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì îòâåðñòèé â ñòåíêàõ è âû-

÷èñëèòå, ó ñêîëüêèõ ìàëåíüêèõ êîðîáîê ïðè ýòîì îêàæóòñÿ ïðîãðûçåíû äâå ïðîòèâîïî-
ëîæíûå ñòåíêè.
Çàìå÷àíèå: äëÿ ðàçíûõ ïóòåé, äàþùèõ âåðíûé îòâåò â ýòîé çàäà÷å, ìîæåò ïîëó÷èòü-

ñÿ ðàçíîå ÷èñëî êîðîáîê ñ ïðîãðûçåííûìè ïðîòèâîïîëîæíûìè ñòåíêàìè. Ó÷àñòíèêàì,
ó êîòîðûõ ÷èñëî òàêèõ êîðîáîê îêàæåòñÿ íàèáîëüøèì, áóäóò âðó÷åíû ïàìÿòíûå ïðè-
çû. (Ýòî äîñòèæåíèå íå âëèÿåò íà îöåíêó ðàáîòû è ïðèñâîåíèå çâàíèé ïîáåäèòåëÿ è
ïðèçåðà îëèìïèàäû.)

5. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ïðèâåäåííûå êâàäðàòíûå òðåõ÷ëåíû x2 + px + q ñ öåëû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè p è q. Íàçîâåì îáëàñòüþ çíà÷åíèé òàêîãî òðåõ÷ëåíà ìíîæåñòâî åãî
çíà÷åíèé âî âñåõ öåëûõ òî÷êàõ x = 0,±1,±2, . . .. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî òàêèõ
òðåõ÷ëåíîâ ìîæíî âûáðàòü, ÷òîáû èõ îáëàñòè çíà÷åíèé ïîïàðíî íå ïåðåñåêàëèñü?

6. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû âûñîòû AD,BE,CF,H � îðòîöåíòð.
Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A è H, ïåðåñåêàÿ ñòîðîíû AB è
AC â òî÷êàõ Q è P ñîîòâåòñòâåííî (òî÷êà O íå ëåæèò íà ñòîðîíàõ AB è AC). Îïèñàííàÿ
îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà QOP êàñàåòñÿ ñòîðîíû BC â òî÷êå R. Äîêàæèòå, ÷òî CR
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